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131. 


NOUVELLES RECHERCHES SUR LES COVARIANTS. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. xuv. (1854). 
pp. 109—125.] 


JE me sers de la notation 


(do, Ga... an)(æ, y)" 
pour représenter la fonction 


aah + À o ay + sta" : 


en supposant que les coefficients ay, a’ &c. soient donnés par l'équation 
(Go, Ans se. An) (AT + UY, Na + y) = (a, A, + An )(&, y)", 


supposée identique par rapport à æ, y, soit (do, @;... An; æ, y) une fonction des co- 
efficients et des variables, telle que 6 


PQ, Un; 2, Y)= (AN) (do, M... Ans A+ py, NE tey); 


cette fonction sera généralement un Covariant, et dans le cas particulier où @ est 
fonction des seuls coefficients, un Znvariant de la fonction donnée. | 


Je suppose d’abord que les nouveaux coefficients soient donnés par l'équation 
(ayz ns se An) (OH AY, -YY = (0, Mise An )(@, Y)'; 


cela donne les relations 


do = h, 

a =h t No; 

Qo = l + 2AM + Ao, 
&c. 
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Il faut donc que le covariant p satisfasse à l'équation 
Plt, Ur... An; 8, Y) =Po Mi... An; &+ AY, Y), 
laquelle peut aussi être écrite comme suit : 


llos Use An; DAY, Y)= Po, Ans se An; D, Y) sr (X) 


De même, en faisant 


(do, ns + An) (£, pæ + y)" = (ao, Gi... An) (2, y)", 
ce qui donne 
URE in, 
Ani = An + Män, 
Ans = An- + Uan- + An, 


&c. 
le covariant h doit satisfaire aussi à l'équation 
P(Goy My see An i À, — UT +Y) =$ (dos As ve Ans 8 Y)3 voor (Y) 


et réciproquement, toute fonction homogène par rapport aux coefficients et aussi par 
rapport aux variables, qui satisfait à ces équations (X, Y), sera un covariant de la 
fonction donnée. 


Examinons d’abord l'équation (X) que je représente par ġ'=¢ġ. Soit pour le 
moment, M — h =A0, A, — A =A, &c., alors on aura, comme à l'ordinaire, l'équation 
symbolique | 

p = elada +azðag .. Handap —Y0x) ¢, 
où les quantités œ, a, &c., en tant qu'elles entrent dans a, @, &c., ne doivent pas 


être affectées par les symboles 0,, 0, &c. de la différentiation. En substituant les 
valeurs de &, &,...,et en ordonnant selon les puissances de À, cette équation donne 


o _ e\Q HAD +. +AnQn= — AY, ¢, 


où les symboles Q, Qh, &c. sont donnés par 
g = AOs, + 2404, + Nana,» 


.n—1 
Ga = Go, + 800, ++. + And, 


On = A0, » 


L 


et les quantités a, @, &c., en tant qu’elles entrent dans les symboles g, Ch, &e., ne 
doivent pas être affectées par les symboles ða, ðm, &c. de la différentiation. Il est 
assez remarquable que l'équation symbolique peut aussi être écrite sous la forme plus 
simple 

$ = eMO-Y8.) ġ, 
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où les quantités &, &, ..., en tant qu’elles entrent dans le symbole g, sont censées 
affectées des symboles ða, Oa, WC. de la différentiation ; de manière que dans le développe- 
ment, Q?.ġ par exemple, signifie [.[lg, et ainsi de suite. Je ne m'arrête pas sur 
ce point, parce que pour ce que je vais démontrer de plus important, il suffit de faire 
attention à la première puissance de à. D'ailleurs l’intelligibilité des équations dont 
il s'agit, sera facilitée en faisant les développements et en comparant les puissances 
correspondantes de À. Cela donne par exemple: 


G=, G= g+ RG: + Ga, de 


où les symboles Q, Q’ &c. à gauche de ces équations dénotent la double, triple, &c. 
répétition de l'opération [], tandis qu'à côté droit des équations, les quantités a, &,... &c., 
en tant qu’elles entrent dans les symboles Q, Cl, &c. sont censées ne pas être 
affectées des symboles ðm, Om, &c. de la différentiation. Dans la suite, si le contraire 
west pas dit, je me servirai des expressions Cl, Cl, &c. pour dénoter les répétitions de 
l'opération, et de même pour les combinaisons de deux ou de plusieurs symboles. 


Cela étant, l'équation ġ’ = e 0-44 p = b donne 
À? 
p={1+x (Q — Yos) + 124 — Yde) + .….} p, 


où (O — yo). p (je le répète) équivaut à (Q —yd,).(0 —y0,;)p; et ainsi de suite. Il 
faut d’abord que le coefficient de À s'évanouisse, ce qui donne (Q —y2,;)p=0; et cette 
condition étant satisfaite, les coefficients des puissances supérieures s'évanouissent d'elles- 
mêmes ; c’est-à-dire, l'équation (X) sera satisfaite en supposant que œ satisfait à l’équation 
aux différences partielles (Q — y+) $ = 0. 


En posant k 
E y- Anda, + 2an Ca, ve + da) 


Fi, réa ae car eg cle Ph D) 


Li 
On- = An Oa,» 


on fera un raisonnement analogue par rapport à l'équation (Y); et il sera ainsi démontré 


` 


que doit satisfaire aussi à léquation à différences partielles (O — s0 )ġ=0; donc 
enfin, on a le suivant 


THÉORÈME. Tout covariant p de la fonction 
(ds, dis an) 4)", 


satisfait aux deux équations à différences partielles 


Au i NP PP SN VTT ANR MIRE TN (4) 
où 
B] = do al “> 24104, + RAn—1 ans 
Û = Ndi 0a, + (n fi 1)4:04, des CP Anda; 
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et réciproquement toute fonction, homogène par rapport aux coefficients et par rapport 
aux variables, qui satisfait à ces équations, est un covariant de la fonction donnée. 


Par exemple, l’invariant b=ac—b? de la fonction as?+ 2bæy +cy? satisfait aux 
équations 


(ad + 200.) = 0, (2004 + c)h = 0, 


et le covariant = (ac — b) a? + (a0 — bc)æy + (b0 — c?)y° de la fonction ax°+3bx°y +3cæy?+ dy’ 
satisfait aux équations 


(ad, + 2b0, + 3004 — Yds) = 0, (3d0,+ 200, + 00, — xOy) H = 0. 


Il est clair qu’en ne considérant que les fonctions qui restent les mêmes en prenant 
dans un ordre inverse les coefficients &, a, ... An et les variables æ, y, respectivement, 
les covariants seront définis par l’une ou l’autre des équations (À), et qu'il n’est plus 
nécessaire de considérer les deux équations. Cela posé, on trouve assez facilement les 
covariants par la méthode des coefficients indéterminés. Mais il y a à remarquer une 
circonstance de la plus grande importance dans cette théorie, savoir, que l’on obtient 
de cette manière un nombre d'équations plus grand qu'il n’en faut pour déterminer 
les coefficients dont il s’agit. Ces équations cependant, étant liées entre elles, se réduisent 
au nombre nécessaire d'équations indépendantes. 


Cherchons par exemple pour la fonction az’ + 3ba°y + 3cæy° + dy? un invariant p de 
la forme 


p = Agad? + Babcd + Cac + Cb'd + Dre, 


contenant les quatre coefficients indéterminés À, B, ©, D. En substituant dans l’équation 
(a0 + 200, + 3c04) p =0, on obtient 


(3C + 2B) ab°d + (3B + 60 + 2D)abc? + (64 + B) ac°d +(3C + 4D) bic = 0 ; 
or les quatre équations données par cette condition, se réduisent à trois équations 
indépendantes, de sorte qu’en faisant par exemple À =—1, les autres coefficients seront 
déterminés, et l’on obtient le résultat connu : 


D = — ad? + babed — 4a — Abd + 3b°c?. 


La circonstance mentionnée ci-dessus s'oppose à résoudre de la manière dont il 
s'agit, le problème de trouver le nombre des invariants d’un ordre donné: problème 
qui a toujours bravé mes efforts. 


Avant d'entamer la solution des équations (4), je vais démontrer quelques propriétés 
générales des covariants, et des invariants. Pour abréger, je me servirai du mot pesanteur, 
en disant que les coefficients a, a, &c., ont respectivement les pesanteurs O — $n, 1 — En, 
&c., que les variables x, y ont respectivement les pesanteurs 4, — 4, et que la pesanteur 
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d'un produit est égale à la somme des pesanteurs des facteurs. Cela posé, je dis que 
tout covariant est composé de termes dont chacun à la pesanteur zéro. Pour démontrer 
cela, j'écris : 


b 


(Q — ya) (Ò — 2y) = QÅ — ys Ò — 20, Q + wy dz dy + Yðy, 
(Ó — 20,) (Q — yo) = ÒQ — yð; Å — 20, Q + y de y + ad ; 


cela donne y i 
(Q — y+) (D — xy) — (D — 204) (Q — y0>) = QO - UQ + y, — 2z; 
or, en faisant attention aux valeurs de O, Û, savoir 


Fuji (QD) + Ra, + 2(n — 1)@0a, +1 1 Ania, > 


. LA 
+ + 


O0 = (00) + n.1l. Ga, + 2(n — L) An- 0a, + L. Nanda,» 


où, en formant les produits (gÅ), (0), les quantités do, &,.… @n sont censées non 
affectées par les symboles ©, Oa,» ... Oa, de la différentiation, on en tire 
QÙ - ÅŅQ = n aa, + (0 — 2) Ma, ve — Nanda, 
= — 2 {(0 — $n) aoda, +(1 — 4n)0a, +. + (n — 4n)an0a,} = — 20, 
en représentant par ®© l'expression symbolique entre les crochets. De là enfin on obtient : 


(Q — yd) (Å — 20,) — (È — 204) (Q — yz) = — 2 (© + 413s — 4y0,). 


Or en supposant les deux parties de cette équation symbolique appliquées au covariant 
1, la partie gauche de l'équation s'évanouit en vertu des équations (4) et l'équation 


se réduit à 
CO E on O me QE ses T E (B) 


ce qui est une nouvelle équation à différences partielles, à laquelle satisfait le covariant 
p. Il est aisé de voir que cette équation exprime le théorème énoncé ci-dessus, 
savoir que tout covariant est composé de termes de la pesanteur zéro. 
Il suit de là, en considérant un covariant 
p=(A5, À:, a À,)(a, y) 


qu'un coefficient quelconque À; aura la pesanteur à —4s, ou bien que les pesanteurs 
forment une progression arithmétique aux différences 1, et dont les termes extrèmes 


sont — $s, + $s. 


Substituons maintenant cette valeur de dans les équations (4). La première 
équation donne d’abord : 


Q4, =0, QA = 4p QAS 2A, i AtA oire (a) 


Cela est un système qui équivaut aux deux équations 


EP RET Sr A ratonera à (a’) 
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De même, la seconde équation donne 
m E dis mule: lise Mur r y per ag ulse (8) 


système qui équivaut aux deux équations 


IENA dli ih mue, Minis: ange, Lun LE (8°) 


On voit que À, satisfait aux deux équations 
g À, — 0, DA, = 0, eososcoccooosoooecoooooooooooo (y) 


et en supposant que cette quantité soit connue, on trouve les autres coefficients 
Ai, À, ..., A4 par la seule différentiation, au moyen des équations (8). Or cela étant, 
je dis que les équations (a) seront satisfaites d’elles-mêmes. En effet : des équations 
g4, =0, ÒA,=s4, on tire ÜD4,=0, ÅA, =s04,, et de là (ÜQ- O0) 40 = — s94.. 


Or nous avons déjà vu que C0 -0Q0 = 268, et l'équation (B) donne @.4,+4s.4,=0 : 
donc l'équation (O0 — OU)A4,=-s04, se réduit à A= 04A,: équation du système 
(a) De la même manière on obtient les autres équations de ce système. (On peut 
dire que l’on aurait pu déterminer également le coefficient À, au moyen des équations 


EF A N EAN RET EE nee (8) 


et de là les coefficients Ası, ... A par les équations (a). 


Prenons par exemple un covariant (As, A1, A) (x, y) de la fonction cubique 
aa? + 3ba°y + 3cxy* + dy. A, doit satisfaire aux deux équations 


(ado + 2b0, + 3c03) A, = 0, (300, + 200, + do) Ao = 0, 
Ces équations sont en effet satisfaites en mettant A,=ac— b. On a donc les équations 


24, = (3004 + 2004 + doc) Áo, A;= (3004 + 200, + dde) A1; 


pour déterminer À,, Á+; ce qui donne 24,=ad—bc, A,;=bd-—c, et on est conduit 
ainsi au covariant mentionné ci-dessus, savoir à 


(ac — b) a? + (ad — bc) sy + (bd — c°) y. 
Soit maintenant 
a" Da, — AY Da + + Y" 0e, = À, 
on aura 


3A 
QA=(QA) 49 =(40)-y z’ 
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où dans (QA), (AQ) les quantités a, &, ... sont censées noii affectées par les symboles 
Da» a,» &c. de la différentiation. Cela donne 
dA 
QA-AQ= y A4 


Or 0,A — A0, = un donc : 
(Q — yz) A = A (Q — yo,), 


et de même: 


(Ò — 10,) A = A (Å — 04). 


Appliquons ces deux équations symboliques à un covariant . Les termes à droite 
s'évanouissent à cause des équations (4), et l’on obtient les deux équations 


(Q—y8) Ag=0, (Å -— að) Ab=0, 
c'est-à-dire: Ag sera aussi un covariant de la fonction donnée. Par exemple de l'inva- 
riant 
=— Pd + babed — 4a — 4b5d + 3b, 
on tire le covariant 
(Ea — PYD + EYD — YDE ; 


savoir : 
(— æd + 3abe — 2b° Ja 


—3( abd—2ac + b’c)xy 
+3( acd—2bd + bc)xy° 
— ,(— ad +3acd— 26 )y; 
résultat déjà connu. 
Essayons maintenant à intégrer les équations (A); savoir: 


(Q-)#=0, (Å -z)h =. 


Pour intégrer la première, je reviens à une notation dont je me suis déjà servi dans 
ce mémoire et j'écris 


i do = do, 
a = & + À, 
a = l + 2A, + No, 


An = An + NAA ee + Ao. 
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En faisant À = — a, ce qui donne «&=0, on voit sans peine que lon satisfera à 
0 


l'équation, en mettant pour œ une fonction quelconque de quantités a’, &/',... Qn’, 
æ+2Ày, y; le nombre de ces quantités étant n +2. Et cela est la solution générale de 
l'équation. 


Ce résultat doit être substituée dans la seconde équation, savoir dans (È — 204) h=0. 
Pour -cela, imaginons que les quantités &, &,... An, æ, y soient exprimées en fonction 
de a, Ay, ... An, &, Y et a; puisque D est fonction des seules quantités a, Qg ... An, 
æ, y, l'équation résultante doit être satisfaite, quelle que soit la valeur de a. Or on 
trouve que cette équation résultante a la forme L+ Ma =0: donc il faut qu'on ait 
à la fois les deux équations Z=0, M=0. (Je renvoie à une note les détails de la 
réduction.) En dernière analyse, et en remettant dans les équations L=0, M =0 les 
quantités @, Qz, ..., An au lieu de ay, Qy, ..., an, je trouve les résultats suivants très 
simples, savoir, en écrivant | 


@ =(0 — EN) aoa, + (2 — $n) dada, + (3 — 4n)a30a, -+ (n — 4n)anda, : 
g= 34:04, + 4430, Fe + Nan-da,» 
È= (n—2)aða, + (n= 8)aiða, > Fanda, 


Les équations dont il s’agit sont 
{(n —1)a (0 — ys) — Q =, eeeseessereee (C) 
(O +400, — byd p=, oeeeeeeseneonssss (D) 


et il y a à remarquer qu'on obtient léquation (C) en éliminant entre les équations 
(4) le terme 0,,D; et puis, en mettant a =0, on tire l'équation (D) de léquation 
(B), en y mettant de même a=0. Il y a à remarquer aussi que la fonction $ qui 
satisfait aux équations (C, D), est ce que devient un covariant quelconque , en y 
mettant a =0. On obtient d'abord la valeur générale en changeant @o, @&,..., An en 
A, Any... Am, €b en mettant après pour ces quantités leurs valeurs en termes de 
y, Any Qos ve Ame La Solution du problème des covariants serait donc effectuée si l’on 
pourrait intégrer les équations (C, D). 


Or la quantité a, entre dans l'équation (C) comme constante, et l'on voit sans 
peine que cette équation pourra être intégrée en mettant a=1; puis, en écrivant dans 


le résultat a 3 an au lieu de do, Ag, An, et en multipliant par une puissance 


> … 
0 


quelconque de aœ», le résultat ainsi obtenu, serait composé de termes de la même 
pesanteur; et en choisissant convenablement la puissance de œ», on pourrait faire en 
sorte que ces termes fussent de la pesanteur zéro. Mais l'équation (D) ne fait qu’exprimer 
que la fonction est composée de termes de la pesanteur zéro; le résultat obtenu de 
la manière dont il s’agit, satisfera donc par lui-même à léquation (D), et il est 
permis de ne faire attention qu’à l'équation (C). Dans la pratique on intégrera cette 
22—2 
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équation en ayant soin de faire en sorte que les solutions soient de la pesanteur zéro, 
ce qui peut être effectué en multipliant par une puissance convenablement choisie de 
@&. Et puisqu'en faisant abstraction de cette quantité a,, l'équation (C) contient n+1 
quantités variables, savoir Qz, ds, ..., An, æ, y, la fonction $ sera une fonction arbitraire 
de n quantités; et en supposant que cette fonction ne. contienne pas les variables 
æ, y (cas auquel serait ce que deviendrait un invariant quelconque en y mettant a = 0), 


$ sera une fonction arbitraire de n — 2 quantités. 


La même chose sera évidemment vrai, si l’on rétablit la valeur générale de a: 
donc tout invariant sera une fonction d’un nombre n—2 d’invariants, que l’on pourra 
prendre pour primitifs; et tout covariant sera une fonction de ces invariants primitifs 
de la fonction donnée (laquelle est évidemment un de ses propres covariants), et d’un 
autre covariant que l’on peut prendre pour primitif. Cela ne prouve nullement (ce qui 
est néanmoins vrai pour les invariants, à ce que je crois) que tout invariant est une 
fonction rationnelle et intégrale de n—2 invariants convenablement choisis, et que tout 
covariant est une fonction rationnelle et intégrale (ce qui en effet n'est pas vrai) de 
ces invariants, de la fonction donnée, et d’un covariant convenablement choisi. 


Le cas n=2 fait dans cette théorie une exception. On sait qu'il existe dans ce 
cas un nvariant, savoir ac—b? qui, selon la théorie générale, ne doit pas exister, et 
il n'existe pas de covariant, hormis la fonction donnée elle-même. Or cette particularité 
peut être aisément expliquée. 


Le cas n=3 rentre, comme cela doit être, dans la théorie générale. En effet, il 
existe dans ce cas un invariant, savoir la fonction — æd + 6abcd + 4ac — 4bd + 3b°c? 
ci-dessus trouvée, et tout covariant de la fonction peut être exprimé par cet invariant 
de la fonction donnée elle-même, et par le covariant (ac — b?) x? + (ad — bc)æy + (bd — c?) y’ 
ci-dessus trouvé. Il en est ainsi par exemple pour le covariant de troisième ordre 
par rapport aux variables et aux coefficients; car en représentant par ® le co- 
variant dont il s’agit, par H le covariant du second ordre, par uù la fonction donnée 
a + 3bæy + 3cxy? + dy et par V lénvariañt, on obtient l'équation identique 
® + [u =— 4H. Je fais mention de cette équation, parce que je crois qu’elle n’est 
pas généralement connue, 


Je vais donner maintenant quelques exemples des équations (C et D). Soit d’abord 
n=3, et supposons que œ ne contienne pas les variables æ, y: $ sera une fonction 
de a, c, d, et les équations reviendront à 


(6204 rat add.) $ = 0, (— 300% + Ce + 3d03)? = D, 


Les quantités ac, a®, dont chacune est de la pesanteur zéro, satisfont par là à la 
seconde équation, et en mettant = Aad+ Cac, on obtient 44 —C'=0, en vertu de 
la première équation; ou en faisant A =—1, cela donne C=—4; de là on tire 
p=- ad — 4ac, et la solution générale est = F(— ad? — 4a), F étant une fonction 
quelconque. La formule plus générale = F(a, —a?d?— 4ac) satisferait sans doute à la 
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première équation, mais pour que cette valeur satisfasse à la seconde équation, il faut 
que la quantité a, en tant qu’elle n’est pas contenue dans — ad — 4ac*, disparaisse. 


Ainsi la valeur donnée ci-dessus, savoir ġ = F(— ad? — 4ac*), est la solution la plus 
générale des deux équations. 


MR b? 3bc  2b° ; s PA 
Ecrivons a, c— a d— Pi + lieu de a, c, d, et p au lieu de @, nous obtenons: 


h = F(— ad? + babed — 4act — 4b°d + 3b?c?) ; 
ce qui est l'expression la plus générale des invariants de la fonction aa°+3bx°y+3cxy +, 
et l'on voit que tous ces invariants sont fonctions d’une seule quantité que nous avons 
prise ci-dessus pour l’invariant de la fonction de troisième ordre dont il s'agit. 
Soit encore n = 4, sera une fonction de a, c, d, e qui satisfait aux équations 
{2ad0, + (ae — 9°) da — 12cd0,} $ =0, 
(= 2a0, + dôa + 260.) p =0, 
dont la solution générale est = F(ae + 3¢, ace— ad’ —c*), F étant une fonction quel- 


conque. On voit par là qu'il n'existe que les invariants indépendants ae — 4cd + 3c?, 
ace + 2bcd — ad? — be — ©. Ce résultat est connu depuis longtemps. 


Soit enfin n=5, $ sera une fonction de a, c, d, e, f qui satisfait aux équations 


{3ad0, + (2ae — 120°) da + (af — 16cd) de — 20ce0;} 
{— aða — 4ce + 4da + 80, + ESO} 


On sait quil y en a une solution de quatrième ordre par rapport aux quantités 
a, c, d, e, f; et en prenant la fonction la plus générale dont les termes ont la pesanteur 
zéro, on aura: 


$=0 
3-0 


$ = Aaf? + Bacdf + Cace + Dad’e + Ece+ Fod : 


fonction qui satisfait d'elle-même à la seconde équation. En substituant cette valeur 
dans la première équation, on trouvera que les coefficients À, B, &c. doivent satisfaire 
à ces sept équations : 


2B+2C—-404=0, 3B+D=0, 30+4D=0, —-12B+EÆ=0, 
9E — 24D + 4F — 32C — 20B =0, 6F-16D=0, —24F -16E = 0, 


qui se réduisent cependant (ce que l’on n'aurait pas facilement deviné par la forme 
des équations) à cing équations indépendantes. En faisant donc 4 =1, on trouve 
aisément les autres coefficients B, C, &c. et on obtient ainsi : 


$ = af? + 4acdf + 16ace? — 12ad°e + 48ce — 320d? : 


valeur qui peut être tirée d’une formule présentée dans mon mémoire sur les hyper- 
déterminants, [16], en y faisant b—0. 
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J'ai donné cet exemple pour faire voir qu’il serait impossible de déduire du nombre 
supposé connu des coefficients indéterminés qui correspondent à un ordre donné, le 
nombre des invariants de ce même ordre. Il est donc inutile de pousser plus loin cette 
discussion. 


Note 1 sur l'intégration des équations (A). 


En écrivant comme ci-dessus : 


C = doda, + 2404, +. + Nanm, 
À = na, ða, + (n — 1)@0a -+ + And, 


il sagit de trouver une quantité , fonction de &, &,... An, æ et y qui satisfasse à 
la fois aux équations 


(Q —-yd:)p=0, 
(Ó — 0) =0. 


Pour intégrer ces équations, j'écris, comme plus haut : 
do = Go; 
Qi = On + A, 


da = Go + 2NG + NO, 


An = En + NN... +A”, 


/ / 
et aussi %' =æ—Ay, y =y. Cela posé, je fais remarquer d’abord que re =, = = 2 
et ainsi de suite. En considérant À comme fonction quelconque de ao, &,... Qn, et en 


supposant que soit une fonction de &, &',... An, &, y, on parvient assez facilement 
à l'équation identique (O — ye) = (1 + QA) ([l'-7y0%)p, où Q’ est ce que devient 
Q, en y écrivant @', @', ..… An au lieu de ao M, ... An. 


LA 
> 


Nous pouvons donc satisfaire à la première équation, en déterminant À au moyen 
de 1+0A=0: équation qui serait satisfaite en écrivant À =— a, ou, si l’on veut, en 
À 0 


déterminant À par &/=0. Donc, en supposant toujours que À ait cette valeur, ¢ 
sera une fonction quelconque de &, Qz, ... An, æ&, y, c’est-à-dire d’un nombre n +2 
de quantités. Ce sera donc là (comme on aurait pu facilement prévoir), la solution 
générale de la première équation. Or en considérant g comme fonction de ay, Qy, ... An» 
a’, ÿ, ou, 81 l'on veut, de &@, Ars Aas An, &, y (où æ&=æ+Aa, = 0), et en 
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substituant cette valeur dans l’équation (Ò — 404)p =0, on voit d'abord que la variation 
de la quantité À fournit au résultat le terme 


(na + Da) G -y ; 


ne ‘ ou enfin à X? — (n = 1)æ 


i dx dx 
et puisque na + Pb ele et à se réduit à na T En 1) re 


ce terme devient 


(x er 0e) (Q — ydw). 


Le terme —æ'0y.h se réduit à — (x + ry')(— 07 +0)D, savoir à 
(— d'y + y dy + AL Ow — À Y'0y) $, 


et en mettant pour un moment 


M= Ndr (Day + Na! ETTET + A da) 
+(n—1)a;,( CAE PERS HANI 04 ») 
+ an ( Oa ‘ + NX Op), 


nous obtenons 
A (n la; , / / / / / 
re æy) $ = M + (x saa ee) (QG —Y0#)D +(—- 20 + y 07 + Nt'0y — NY dy) @, 

c’est-à-dire 

s / am” (0 = Ta —, , / 

O- 2,)p = (M — 20,)p + NO' P- Q -= yw) p HA — ydy) G. 

Or en supposant que Ò’ est ce que devient È en y écrivant o, @,... An au 

lieu de do, h, ... An, et en posant 
© = (0 — 4n) das + (1 — 4n) Ag +... (n— n)an da, 
on obtient, après avoir fait une réduction un peu pénible : 
Mb +N’ =Ò'$ + 2104, 


(en effet les coefficients de ©, ayp &c. aux deux côtés de cette équation deviennent 
les mêmes après des réductions convenables.) Donc enfin on a 


Ó -ap (È -ryp ETDE Y -yap + adr —y8,)6 =, 


ou bien, puisque cette équation doit être satisfaite indépendamment de la quantité À (qui 
seule contient a), elle se décompose dans les deux équations 
(w (È — wy) — (n= 1) a (0-72) h = 0, 
(© +420 —1y2,16 = 0 
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lesquelles, en y mettant d’abord a = 0, puis en remettant do Any. An, &, y au lieu de 
Ao, Any ve; An, Z’, Y, et en écrivant #, O, o, ‘O au lieu de ¢, @, g, O, donnent en 
effet les équations (C, D) dont je me suis servi dans le texte. 


Note 2. 


Je vais résumer dans cette note quelques formules qui feront voir la liaison qui 
existe entre les invariants d’une fonction de n-ième ordre et de la fonction de (n — 1)ième 
ordre que l'on obtient en réduisant à zéro le coefficient de y”, et en supprimant le 


facteur æ. 


Il convient pour cela de considérer une fonction telle que 
(Qo, Ays se. An) (X, Y}n = GE" + Ga y si tany”, 


dans laquelle n’entrent plus les coefficients numériques du binôme (1 + æ)”. 


Écrivons 
(o, Mis sss an) (£, Yh = CAC de &y)(æ — ay) QU (æ zë any) ; 


je tâche d’abord à représenter les invariants au moyen des racines &, @,...,@», et 
j'étends pour le moment le terme invariant à toute fonction, symétrique ou non, des 
racines qui ait la propriété caractéristique des invariants: fonctions qui jusqu'ici ont 
été considérées tacitement comme rationnelles par rapport aux coefficients. 


Mettons d’abord 
V= n Meb T A er a)? (CA + a) ee. (an E an) ; 


cette quantité V qui, égalée à zéro, exprime l'égalité de deux racines, et que je vais 
désormais nommer le Discriminant de la fonction, sera une fonction rationnelle des 
coefficients, et d’un invariant proprement dit. Mais de plus, toute fonction telle que 
(a — &)t(a — a)", ..., dans laquelle la somme des indices des facteurs qui contiennent 
a, celle des indices des facteurs qui contiennent à, &c. sont égales, sera un invariant; 
et en réunissant ces fonctions, pour trouver une somme en fonction symétrique des 
racines, on obtiendra des invariants proprement dits. Cela soit dit en passant. Pour 
le moment il suffit de prendre les invariants les plus simples, savoir ceux de la forme 


(a, — a) (ay — a) 
(a — a) (& — a) ” 


lesquels en effet sont des rapports anharmoniques de quatre racines, prises à volonté. Soient 
Qo Q .…, Qn-s la fonction qui vient d’être écrite et les fonctions que Pon en tire en 
mettant as, @&,...,@ au lieu de a. Les fonctions V, Q,, QII. T Q seront des 
invariants indépendants, et le nombre de ces invariants est n—?2. Donc, tout autre 
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invariant sera une fonction des quantités V, Qi, @:, ..., Qn- Soit maintenant a, =0, 
et a, la racine qui devient égale à zéro. Les quantités Qı, Qa, ..., Q, seront toujours 
des rapports anharmoniques de quatre racines de l’équation du (n—1)ième ordre. Il 
n'y aura que la seule quantité Q,., qui change de forme, et elle ne sera pas un 
invariant de la fonction du (n — 1)ième ordre. On voit aussi d’abord que le discriminant 
V se réduit à a&’,_,V,, en exprimant par V, le discriminant de la fonction du (n— 1)ième 
ordre. (C'est je crois M. Joachimsthal qui a le premier remarqué cette circonstance.) 
Donc, en supposant a, =0, l’invariant de la fonction du n-ième ordre deviendra une 
fonction de dy iVo, Qi, Qos- Qu et d’une quantité X qui n’est pas un invariant de 
la fonction du (n — 1)ième ordre, mais qui sera toujours la même quel que soit l’invariant 
dont il s’agit. En considérant les invariants proprement dits de la fonction du (n— 1)ième 
ordre, on peut former avec ces invariants des quotients J, Z,, ..., Inm du degré zéro 
par rapport aux coefficients Nous pouvons remplacer par ces quotients les quantités 
Qi, Q +, Qna, et dire que l’invariant de la fonction du n-ième ordre, en mettant a, = 0, 
de une fonction des quantités a?,_,V,, Z, Ias ..…, Inm et X. 


Ces théorèmes auront, je crois, quelque utilité pour les recherches ultérieures: je 
les laisse à côté maintenant, et veux présenter une méthode assez simple pour calculer 
les discriminants. 


Pour cela je remarque que les équations (4), en changeant, comme nous venons 
de le faire, les valeurs des coefficients, donnent pour les invariants : 
(naoa, + (n — 1) ða, +++ + An10a,) $ = 0, 
(100, + 2:09, +. + Nanda, $ =0; 
et ces équations seront satisfaites en mettant pour œ le discriminant V. Or, pour . 


@n=0, la fonction V devient @?nVo, ou, si l’on veut, —a,_,V,; donc V sera générale- 
ment de la forme 


V=- a, V,+ Ba, + Ca? + …., 


où a"? est la puissance la plus élevée de a». Donc, en supposant que V, soit connu, 
et en mettant la première des équations écrites ci-dessus sous la forme (F + An10a,) V= 0, 


Où F= nada + (N — 1) ada, +. + 247-204 , on obtiendra par la seule différentiation les 


-1 


coefficients B, C, &c. En effet, cette équation donne 
Ana B= F (Cno), 2an- 0 =— E(B), 3an-1D = — K0); 


et ainsi de suite. 


En supposant par exemple n= 3, considérons la fonction du troisième ordre 
au + Bay + yey? + òy’: 
le discriminant de as? + Bey + yy? sera 4ay— 8. Nous avons alors 


V =— y? (4ay — B2) + Bè + 0È, 
GIR 23 
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et en mettant F=3a0,+280,, B, C seront donnés par 
yB = F(&ayÿ — By), 2C =- F (B), 
c'est-à-dire B = 18aßy — 485%, C =— 27æ, et de là: 
V =— 2705 + 18a8y5 — tayt — 4855 + By: 
valeur qui correspond en effet à la forme ordinaire 


V = — æd + Gabcd — 4ac° — 4b°d + 3 b0, 


en changeant d’une manière convenable les coefficients. 


Londres, Stone Buildings, 23 Févr. 1852. 
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